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La dinámica de un péndulo forzado a ángulos y forzamientos arbitrarios es estudiada usando el formalismo lagrangiano y el método del
potencial efectivo. Nosotros realizamos una discusión general del problema y al fina consideramos tres tipos particulares de forzamiento:
sinusoidal, cuadrado y triangular. Se encontro que la frecuencia de corte que determina la frontera entre la región de estabilidad y de
inestabilidad depende del tipo de forzamiento considerado. Para forzamientos tipo cuadrado, el lı́mite inferior de la región de estabilidad es
mı́nimo, mientras que para forzamiento tipo triangular es máximo; el caso tradicional del forzamiento tipo sinusoidal se encuentra entre los
anteriores.
Descriptores:Péndulo forzado; forzamiento arbitrario; potencial efectivo.
The dynamics of a driven pendulum at arbitrary angles and signals is studied using the lagrangian formalism and the effective potential
method. We make a general discussion of the problem and consider three particular driving signals: sinusoidal, square and triangular. Was
found that the cut off frequency, which determines the transition between the stability and nonstability regions depends on the type of signal
used. For square driving the lower bound is minimum, while for the triangular drive is a maximum, the usual case of sinusoidal driving was
found between the previous ones.
Keywords:Driven pendulum; arbitrary signal; effective potential.
PACS: 45.20Jj; 45.20.dc; 45.40Cc
1. Introducción
El péndulo invertido es un sistema muy interesante, no sólo
por su rica dinámica, sino también por ser uno de los sistemas
caóticos más sencillos, teniendo una aplicación directa en la
teorı́a del control [1,2].
Un péndulo fı́sico en su posición vertical invertida se
encuentra en un equilibrio inestable, sin embargo, estudios
teóricos [3,4] y experimentales [5,6] muestran que es posible
llevar el sistema a un estado de equilibrio estable median-
te la aplicación de un forzamiento sinusoidal vertical de ba-
ja amplitud y alta frecuencia (comparada con la frecuencia
natural de oscilación). Esta transición de equilibrio inestable
a equilibrio estable se ha intentado explicar usando diversas
herramientas, por ejemplo, Levi [7] prueba la estabilidad del
péndulo invertido considerando exclusivamente la topologı́a
del sistema dinámico, sin embargo, en su desarrollo la nece-
sidad de las altas frecuencias no aparece. Un estudio de la
estabilidad a altas frecuencias fue realizado por Levi y Wec-
kesser [8] usando los valores propios de la matriz de evolu-
ción del sistema, con métodos similares a los de la teorı́a de
caos. Duchesne et al. [9] cambiaron el forzamiento sinusoi-
dal por una serie de impulsos instántaneos, logrando explicar
de manera intuitiva la región de estabilidad del péndulo in-
vertido.
El movimiento del péndulo invertido para pequeñas os-
cilaciones del sistema, respecto a la posición de equilibrio,
es descrito por la ecuación de Mathieu’s, la cual aparece en
múltiples escenarios de la fı́sica clásica y moderna. Las so-
luciones analiticas y posibles aplicaciones de la ecuación de
Mathieus’s han sido ampliamente estudiadas [3,10]. El com-
portamiento estable del péndulo invertido corresponde a las
soluciones reales y periódicas de la ecuación de Mathieu’s,
las cuales se dan bajo ciertas condiciones en los parámetros
fı́sicos del sistema, tales como la longitud del péndulo, la am-
plitud y la frecuencia del forzamiento.
Para un péndulo forzado a ángulos arbitrarios de forza-
miento no se tiene una solución analitica, sin embargo, Van-
Dalen [11] presenta algunas soluciones numéricas, las cuales
son comparadas con soluciones analı́ticas para ciertos casos
particulares, encontrando para el forzamiento sinusoidal la
región de estabilidad conocida.
Generalmente el estudio de péndulos forzados se restrin-
ge a forzamientos de tipo sinusoidal y sus consecuencias, pe-
ro poco se estudian otros tipos de forzamientos periódicos,
por ejemplo, forzamientos tipo onda triangular o cuadrada.
Estos tipos de forzamiento pueden alterar la región de es-
tabilidad de un péndulo invertido forzado. En este artı́culo
estudiamos un péndulo sujeto a un forzamiento periódico ge-
neral y determinamos los cambios en la región de estabilidad
de un péndulo invertido cuando la señal de forzamiento es:
sinusoidal, cuadrada y triangular. Aquı́ utilizamos el forma-
lismo lagrangiano para hallar las ecuaciones de movimiento
del sistema y, para encontrar las condiciones de estabilidad,
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usamos el método del potencial efectivo introducido por Lan-
dau [12]. En este método, un campo escalar es separado en
dos partes, un campo escalar independiente del tiempo y un
campo escalar que oscila rápidamente en el tiempo.
Este procedimiento para estudiar el péndulo forzado pue-
de ser utilizado en los cursos básicos de mecánica clásica,
donde se introduce el formalismo lagrangiano, con el fi de
que el estudiante conozca el tipo de aproximaciones que se
pueden realizar dentro de este marco y su rango de validez.
Este artı́culo esta organizado de la siguiente forma: en la
Sec. 2 se estudia un péndulo forzado con un ángulo arbitrario
de forzamiento y para un forzamiento periódico arbitrario, en
la Sec. 3 se presentan los resultados encontrados al considerar
tres casos particulares de forzamiento: sinusoidal, cuadrado,
y triangular. Finalmente, las conclusiones son consignadas en
la Sec. 4.
2. Teoŕıa: péndulo forzado
Nosotros estamos interesados en la dinámica de un péndulo
fı́sico de masa uniforme M y longitud L, sujeto a un forza-
miento periódico A(t) = A(t; ω, A0) en el pivote, de fre-
cuencia angular ω y amplitud A0. Aquı́ ω es mayor que la
frecuencia natural del péndulo. El forzamiento se aplica para
un ángulo arbitrario θd con la vertical, como se muestra en la
Fig. 1. El péndulo considerado es una varilla rı́gida de mo-
mento de inercia Ic.m. = Mk2 respecto al centro de masa,
donde k es el radio de giro y, en este caso particular, se tiene
k = L/
√
12. Para obtener la ecuación de movimiento del sis-





sin θ + A(t) sin θd, (1)
yc.m. = −L2 cos θ −A(t) cos θd, (2)
donde L/2 es la distancia del pivote al centro de masa y θ
es la coordenada generalizada que describe la dinámica del
péndulo.
Separando la dinámica del cuerpo rı́gido en un movimien-
to del centro de masa más la rotación respecto al centro de



























V = Mgyc.m. = −MgL2 cos θ −MgA(t) cos θd. (4)
FIGURA 1. Péndulo forzado en un ángulo arbitrario θd con la ver-
tical. Aquı́ L y M son la longitud y masa del péndulo, respectiva-
mente, A(t) es el forzamiento periódico arbitrario y θ es la coorde-
nada generalizada de movimiento.















cos θ + A(t) cos θd
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(5)















= f(θ, t) + g(θ). (6)
De la anterior expresión es posible observar que el segun-
do término, a la derecha de la igualdad, es el término clásico
del péndulo fı́sico que conduce a la solución armónica simple
para pequeños valores de θ. El primer término a la derecha es
debido al forzamiento, y depende únicamente de la segunda
derivada de la función A(t) y de la diferencia entre el ángulo
de oscilación y el ángulo de forzamiento. Es decir, la Ec. (6)
consta de un término de forzamiento dependiente del tiem-
po f(θ, t) y un término estacionario g(θ), correspondiente al
efecto de la gravedad.
La aproximación de Landau y Lifshitz es para partı́culas
sujetas a un potencial independiente del tiempo que causa un
movimiento oscilante, y a un forzamiento adicional de muy
alta frecuencia (comparado con la frecuencia natural con que
oscila el sistema). Además se asume que la amplitud de la
oscilación debida al forzamiento es pequeña en comparación
con la amplitud de oscilación que tendrá si el forzamiento no
estuviera presente [12].
Esta aproximación es de carácter mucho más general que
el enunciado, y puede ser utilizada en situaciones aún más
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complejas, por ejemplo, ciertos parámetros del sistema pue-
den depender de las coordenadas espaciales y además, se pue-
den tener varios forzamientos actuando simultáneamente y la
aproximación sigue siendo válida. Este desarrollo es usual-
mente referido a Landau y Lifshitz [12], pero se sabe que un
análisis anterior y equivalente fue hecho por Kapitza [13] en
1951. La idea de la aproximación es separar la dinámica na-
tural del sistema y la dinámica producida por el forzamiento,
de esta forma la amplitud total de movimiento se divide en
dos amplitudes, una de ellas que varı́a lentamente en el tiem-
po y es debida a la oscilación natural del sistema y otra que
varı́a rápidamente causada por el forzamiento externo, y con
las aproximaciones mencionadas se generan ecuaciones de
movimiento para cada una de estas amplitudes. Lo interesan-
te en el caso del péndulo es que esta división del movimiento
en su componente rápida y lenta es ideal para darnos informa-
ción acerca de la región de estabilidad, ya que en dicha región
la componente rápida domina la componente lenta y es real-
mente la causante de la estabilidad(por ejemplo el péndulo
invertido sin forzamiento es altamente inestable, pero es es-
table al incluir el forzamiento). En la Sec. 3 evaluaremos la
validez de la aproximación para el caso especı́fic del péndu-
lo invertido con forzamiento sinusoidal.
Precisando la aproximación al caso del péndulo, tenemos
que bajo la suposición que la frecuencia ω asociada al forza-
miento periódico A(t) es mucho mayor que la frecuencia na-
tural ω0 de oscilación del péndulo en presencia solamente del
campo gravitacional, separamos el movimiento del péndulo
forzado en dos partes: una componente rápida y que supone-
mos de pequeña amplitud ξ(t), y una componente lenta y de
alta amplitud φ(t), de manera que
θ(t) = φ(t) + ξ(t). (7)
Adicionalmente, es supuesto que el valor medio de la fun-
ción ξ(t) sobre un perı́odo T = 2π/ω es cero y que la función
φ(t) cambia muy ligeramente con el tiempo. Notemos que la
componente rápida y pequeña ξ(t) viene como respuesta del
péndulo a las oscilaciones del forzamiento de frecuencia an-
gular ω, sin embargo, esta consideración no implica que la
magnitud de A(t) sea pequeña comparada con la fuerza de la
gravedad. La segunda componente φ(t), que suponemos len-
ta y de gran magnitud, describe las oscilaciones del péndulo
debida a la acción de la gravedad.
En la Ec. (6) podemos reescribir los términos
g(θ)=g(ξ + φ) y f(θ, t) = f(ξ + φ, t), haciendo una ex-
pansión a primer orden alredededor de φ, para pequeños
valores de ξ(t), obteniendo de esta forma










igualamos a cada lado de la Ec. (8) los términos de mayor
magnitud y que varı́an más rápidamente,






) sin(φ− θd), (9)







) sin(φ− θd), (10)
donde suponemos que la componente lenta φ es aproximada-
mente constante en un intervalo de tiempo 2π/ω. Promedian-
do la Ec. (8) sobre la componente rápida del movimiento en
la frecuencia angular, obtenemos la ecuación de movimiento
para las oscilaciones lentas del péndulo:










Por hipótesis, el promedio de los términos rápidamente
oscilantes ξ̈, ξ, y f(φ, t) son cero, y por tanto tenemos















































)2 cos(φ− θd) sin(φ− θd), (14)
en la expresión anterior nuevamente se ha considerado sólo
los términos de frecuencia ω para el promedio, debido a
su rápida variación comparados con los demás. El término








Entonces la ecuación de movimiento lenta del sistema,



















Aqui podemos ver la presencia del torque debido a la gra-
vedad en el primer término del lado derecho, y en esta aproxi-
mación, el torque de forzamiento depende ahora únicamente
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de un número, el promedio temporal del producto del forza-
miento con su segunda derivada.
Podemos ahora construir un torque efectivo como el pro-
ducto de la aceleración φ̈ respecto al extremo pivoteado de






















este torque puede ser derivado de una energı́a potencial efec-
tiva, Veff , con












aqui introducimos dos nuevos parámetros, R y la frecuencia
angular crı́tica ωc, dados por










Aquı́ R es el parámetro crı́tico del sistema, ya que, como
veremos mas adelante, el comportamiento caótico se da cuan-
do R < 1, es decir, cuando la frecuencia de forzamiento ω es
menor que la frecuencia crı́tica ωc, o de manera equivalente,
el comportamiento estable del sistema se obtendrá cuando la
frecuencia de forzamiento sea mayor que la frecuencia crı́tica
ω > ωc.
El método de potencial efectivo consiste en construir una
función escalar que describe el movimiento lento del péndulo
promediado sobre las oscilaciones rápidas, y a partir de esta
función quedarán determinadas las condiciones de equilibrio
estable para el péndulo forzado. En el caso de que exista un
ángulo de estabilidad para el péndulo debe aparecer un mı́ni-
mo en el potencial efectivo, o equivalentemente, el torque de-














sin [2(φ0 − θd)] = 0. (22)
Además si queremos que el equilibrio sea estable, la segunda











esta ultima condición se va a traducir en condiciones sobre
los parámetros del sistema
cos φ0 + R cos [2(φ0 − θd)] > 0. (24)
Una vez conocido el ángulo de estabilidad φ0, se pue-
de hallar directamente la frecuencia de oscilación para ángu-
los pequeños, ya que al hacer una expansión de Taylor de la
ecuación dinámica de φ alrededor de φ0 (ver 16), los dos pri-
meros términos representan el comportamiento armónico del
sistema. De la raı́z cuadrada del segundo término se extrae
la frecuencia de oscilación, como se hace usualmente en las
aproximaciones de potencial armónico. De esta forma la fre-
cuencia angular para pequeñas oscilaciones viene dada por
ωp = ω0
√




Para hallar los ángulos de equilibrio para un forzamiento
arbitrario alrededor de un ángulo θd dado, tenemos que re-
solver la ecuación trascendente (22) y para saber si es estable
verifica que (23) se cumpla. Obteniendo soluciones numéri-
cas para hallar el ángulo de equilibrio en función de θd, se
puede ver que para R ≥ 2 existe un ángulo estable φ0 para
todo θd, y para R < 1 sólo existen ángulos de estabilidad
para θd entre −90◦ y 90◦, es decı́r, cuando el péndulo esta
orientado hacia abajo. Los valores intermedios de R presen-
tan discontinuidades en los ángulos donde se puede hallar
equilibrio. En general la existencia de ángulos de equilibrio y
su estabilidad van a depender de manera crı́tica con R [11].
3. Resultados y ańalisis
A continuación examinaremos el caso particular del péndulo
invertido, para el cual θd = 180◦, para tres tipos de forza-
miento periódicos: sinusoidal, cuadrada y triangular. Para el
péndulo invertido se obtiene un sólo ángulo de equilibrio es-
table de φ0 = 180◦ y la condición de estabilidad es R > 1,
es decı́r, la frecuencia de forzamiento mayor que la frecuen-
cia de corte. Este resultado, como veremos, corresponde al
segundo orden de la solución analı́tica [3]. El caso de forza-
miento sinusoidal nos dará el rango de validez de la aproxi-
mación, ya que para este caso se conoce la solución analı́tica.
En lo subsiguiente consideramos un péndulo de longitud de
0.25 m como en el montaje experimental de [11].
3.1. Forzamiento sinusoidal
Primero consideraremos un forzamiento sinusoidal de la for-
ma AS(t) = A0 cosωt. Aplicando la relación (15) obtene-
mos
ÄS(t)AS(t) = −ω2A20cos2 ωt, (26)
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El péndulo simple sinusoidal tiene solución analı́tica [5],
en ésta, exigiendo que las soluciones sean periódicas y rea-
les, se determina la región de estabilidad en el espacio de
parámetros A0 (amplitud) y ω (frecuencia de forzamiento).
Para nuestro caso, L= 0.25m, la región queda determinada
por las dos curvas continuas de la Fig. 2.
En esta misma gráfic con una curva punteada, esta la
condición R > 1 correspondiente a la hipérbola (28) repro-
ducida por nuestro modelo de movimientos rápidos y lentos
(original de Landau). Se puede ver que coincide muy bien
con la cota inferior de estabilidad; sin embargo, es claro que
por la naturaleza del método (oscilaciones rápidas y de baja
amplitud) solamente es capaz de reproducir la primera tran-
sición del sistema.
Más exactamente, la solución analı́tica de Phelps [3] aco-
ta los parámetros del sistema por dos series en ω/ω0 y el
método aquı́ presentado corresponde al orden 2 de la serie
que acota inferiormente.
3.2. Forzamiento sẽnal cuadrada
Ahora consideremos el caso de un forzamiento tipo onda cua-
drada cuya forma funcional viene dada por
AC(t) =
{
A0, −T2 < t < 0
−A0, 0 < t < T2
(29)
FIGURA 2. L= 0.25m. La región entre las lı́neas continuas son los
valores de A0 y ω para los cuales la solución analı́tica del péndulo
da funciones reales y periódicas(región de estabilidad).
con AC(t + T ) = AC(t), siendo A0 la amplitud de forza-
miento y T el perı́odo, T = 2π/ω, con ω la frecuencia angu-
lar del forzamiento.
En la Ec. (6) aparece la segunda derivada de la función
de forzamiento, donde hemos supuesto que el término de for-
zamiento es dos veces diferenciables, lo que no sucede en la
forma funcional supuesta. Por lo tanto, consideramos enton-
ces la aproximación de la función a los primeros términos de








sin(2n + 1)ωt, (30)





El parámetro crı́tico de la onda cuadrada en función del












Observamos cómo la frecuencia de corte para el forzamiento
cuadrado es menor que en el caso sinusoidal, lo cual conlleva
a que la región de establilidad es alterada como se muestra en
la gráfic de la amplitud en función de la frecuencia (Fig. 3).
Adicionalmente, vemos cómo la amplitud disminuye con la
frecuencia, determinando el lı́mite inferior de la región de es-
tabilidad para el péndulo invertido. El forzar con una señal
cuadrada hace más estable al péndulo, en promedio, para una
misma amplitud de forzamiento el borde de estabilidad para
la cuadrada es 50 rad/seg menor que el sinusoidal.
3.3. Forzamiento sẽnal triangular
Finalmente consideremos un forzamiento tipo onda triangu-












, 0 < t < T2 ,
(34)
con AT (t + T ) = AT (t), A0 la amplitud de forzamiento y
T el perı́odo, T = 2π/ω, con ω la frecuencia angular del
forzamiento. Por analogı́a al caso anterior, consideramos la









cos(2n + 1)ωt, (35)
y reemplazando en la Ec. (15) se encuentra que
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Vemos cómo la frecuencia de corte para el forzamiento trian-
gular es mayor que en el caso sinusoidal, lo cual conlleva
a que la región de establilidad sea alterada como se mues-
tra en la gráfic de la amplitud en función de la frecuencia
(Fig. 3). En ésta observamos, cómo el tamaño de la región de
FIGURA 3. Curvas de estabilidad en el plano A0 vs ω para diferen-
tes tipos de forzamiento.
FIGURA 4. Curvas de estabilidad en el plano ω vs L para diferentes
tipos de forzamiento.
estabilidad es reducida en comparación con la sinusoidal.
También es posible ver que para frecuencias pequeñas se pue-
den alcanzar amplitudes mayores que para el forzamiento ti-
po sinusoidal y cuadrado. Una gráfic de frecuencia de forza-
miento vs. longitud del péndulo se muestra en la Fig. 4, donde
mostramos nuevamente la cercanı́a entre las curvas sinusoi-
dal y triángular. En este caso, a medida que se aumenta la lon-
gitud del péndulo, la distancia entre las curvas se asentúa, por
ejemplo para un valor de 40 cm de longitud la diferencia entre
la cuadrada y sinusoidal es alrededor de 120 rad/s, mientras
las curvas sinusoidal y triangular siguen juntas. Si regresa-
mos al origen de esta discrepancia, vemos que el parámetro
crı́tico de la señal cuadrada Rc es un orden mayor que el de
la señal sinusoidal Rs (32), mientras Rt ≈ 0.8 Rs (37) valo-
res provenientes de la correlación de la señal con su segunda
derivada (20).
Nosotros creemos que los resultados presentados en este
trabajo pueden ser verificado usando un vibrador mecánico
tipo PASCO, muy común en laboratorios de mecánica new-
toniana. Este vibrador oscila siguiendo la salida de un ge-
nerador de onda, y se le puede adaptar una pequeña barra o
un tornillo. Inicialmente se puede considerar una frecuencia
grande del generador con la cual el péndulo se mantenga en
su posición invertida (estable) y después se disminuye len-
tamente hasta obtener la frecuencia para la cual el péndulo
se cae (inestable). Al hacer esto para diferentes amplitudes
de forzamiento, se pueden obtener curvas experimentales que
corroboren los resultados aqui presentados en la Fig. 3 para
la región de estabilidad del péndulo invertido. Un generador
como el PASCO permite trabajar las tres formas de onda aqui
consideradas, con un montaje como este reproducirı́a la zona
de bajas frecuencias (entre 20-80 rad/s) y amplitudes medias
(2-7 mm) donde el modelo teórico indica que se encontrarı́an
diferencias significat vas. El variar la longitud del péndulo
en el experimento, mostrarı́a de una manera más contundente
la marcada estabilidad de la señal cuadrada como lo indica
la Fig. 4.
4. Conclusiones
Usando el formalismo lagrangiano nosotros obtuvimos la
ecuación de movimiento para un péndulo forzado a ángu-
los y forzamientos arbitrarios. Adicionalmente, utilizando la
aproximación de potencial efectivo encontramos el lı́mite in-
ferior de la región de estabilidad para un péndulo invertido
sometido a forzamientos tipo sinusoidal, cuadrado y trian-
gular. Encontramos que la condición para que se obtengan
oscilaciones estables, para cualquier tipo de forzamiento, es
que la frecuencia de forzamiento sea mayor que la frecuencia
de corte, la cual depende únicamente de la correlación de la
función forzamiento con su segunda derivada. Esto hace que
una señal cuadrada haga mucho más estable el péndulo que
las señales sinusoidales y triangulares. La frecuencia de cor-
te para la señal cuadrada es menor que para una sinusoidal y
esta, a su vez, es menor que la frecuencia de corte de la señal
triangular.
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Para el caso de la señal sinusoidal pudimos establecer el
valor de la aproximación usada, en ese caso logramos repro-
ducir la solución analı́tica reportada por Phelps [3] a segundo
orden.
Para los tipos de forzamientos considerados en este tra-
bajo, podemos concluir que la la región de estabilidad para
un péndulo invertido cambia significat vamente al variar la
señal, siendo aún más sensible a cambios en la longitud del
pédulo. Estos resultados pueden ser observados en laborato-
rios de mecánica clásica, enriqueciendo ası́ la discusión sobre
oscilaciones en cursos de fı́sica básica.
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